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Brauchen wir Mathematik?

Die Stufenpyramide von Dashur
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Telebus
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Von der Theorie in die Praxis

BZA
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Telebus Fahrdienst für Behinderte
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Zeitplan
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Tagesganglinie (Wochentag)



Ralf 
Borndörfer

10

Tagesganglinie (Sonntag)
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Entwicklung
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Tourenplanung mit IntraCity
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Tourenbildung
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Optimierung
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Charnes & Miller 1956

Merton H. Miller

Nobelpreis für Ökonomie 1990 m. 
Markowitz und Sharpe

+ Regeln

Abraham Charnes

Finalist für den Nobelpreis für 
Ökonomie 1975
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Optimierung
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Ganzzahlige Programmierung

Min x1 + 2x2

x1 +  x2 ≥ 2
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x2 ≤ 3

x1          ≥ 0

x2 ≥ 0

x1, x2 ganzz. x1

x2

Polyeder



Ralf 
Borndörfer

24

Lineare Programmierung

Min x1 + 2x2
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George W. Dantzig
Leonid V. Kantorovich

Leonid V. Kantorovich

Nobelpreis für Ökonomie 1975

George W. Dantzig

Erfinder des Simplexalgorithmus
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Ganzzahlige Programmierung

Min x1 + 2x2

x1 +  x2 ≥ 2

x1 - x2 ≤ 1

x2 ≤ 3

x1          ≥ 0

x2 ≥ 0

x1, x2 ganzz.
x1

x2

Branch-and-Bound

x1 ≥ 2x1 ≤ 1

Polyeder
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 Hardware

 Software

 "A Model that might have taken a year to solve 10 years ago, can now solve 
in less than 10 seconds."

Lineare Programmierung 1987-2000
(Bixby, Solving Real-World Linear Programs: A Decade and More of Progress. Oper. Res. 50(1) 3-15, 2002)

Alter Computer Neuer Computer Speedup

Sun 3/50 Pentium 4, 1.7 GHz 800

Sun 3/50 Compaq Server ES 40, 667 MHz 900

Intel 386, 25 MHz Compaq Server ES 40, 667 MHz 400

IBM 3090/108S Compaq Server ES 40, 667 MHz 45

Alter Code Neuer Code Geschätzter Speedup

XMP Cplex 1.0 4,7

Cplex 1.0 Cplex 5.0 22,0

Cplex 5.0 Cplex 7.1 3,7

XMP Cplex 7.1 960
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Dynamische Lösungsverfahren
("Spaltenerzeugung")

Artikel Bedingungen Variablen Zeit

Charnes & Miller 1956 6 17 per Hand

Hoffman & Padberg 1993 145 1.053.137 5 min

Bixby, Gregory, Lustig, 
Marsten, Shanno 1992 837 12.753.313 249 sec

Barnhart, Johnson, 
Nemhauser, Savelsbergh, 
Vance 1998 >10.000

nicht zu 
bestimmen 

mehrere 
Tage
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Graphentheoretisches Modell
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Alle 48 möglichen Touren

 Tour j wird gefahren oder nicht: xj = 1 oder 0

 Fahrt i genau einmal fahren:

x0+x6+...+x10+x21+...+x30+...+x46 = 1

 Kosten:  Σ cj xj
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Set-Partitioning-Modell
Minimize 

obj: 

14 x0 + 14 x1 + 14 x2 + 14 x3 + 14 x4 + 14 x5 + 16 x6 + 21 x7 + 22 x8 + 28 x9 +29 x10+22 x11+ 21 x12

+ 29 x13+ 28 x14+ 16 x15+ 21 x16+ 22 x17+ 22 x18+ 21 x19+ 16 x20+23 x21+ 23 x22+30 x23+ 30 x24+ 23 x25

+ 28 x26+ 29 x27+ 30 x28+ 29 x29+ 30 x30+23 x31+ 29 x32+30 x33+ 29 x34+ 28 x35+ 30 x36+ 23 x37+ 23 x38

+ 25 x39+ 30 x40+ 31 x41+ 31 x42+ 30 x43+ 32 x44+ 30 x45+ 31 x46+ 31 x47+ 30 x48 

Subject To 

C0:  x0 + x6 + x7 + x8 + x9 + x10 + x21 + x22 + x23 + x24 + x25 + x26 + x27 

+ x28 + x29 + x30 + x39 + x40 + x41 + x42 + x43 + x44 + x45 + x46 = 1 

C1:  x1 + x6 + x11 + x12 + x13 + x14 + x21 + x22 + x23 + x24 + x31 + x32 + x33 

+ x34 + x35 + x36 + x39 + x40 + x41 + x42 + x43 + x44 + x47 + x48 = 1 

C2:  x2 + x7 + x11 + x15 + x16 + x17 + x21 + x25 + x26 + x27 + x31 

+ x32 + x33 + x37 + x39 + x40 + x41 + x45 + x47 = 1 

C3:  x3 + x8 + x12 + x15 + x18 + x19 + x22 + x25 + x28 + x29 + x31 

+ x34 + x35 + x38 + x39 + x42 + x43 + x46 + x48 = 1 

C4:  x4 + x9 + x13 + x16 + x18 + x20 + x23 + x26 + x28 + x30 + x32 

+ x34 + x36 + x37 + x38 + x40 + x42 + x44 + x45 + x46 + x47 + x48 = 1 

C5:  x5 + x10 + x14 + x17 + x19 + x20 + x24 + x27 + x29 + x30 + x33 

+ x35 + x36 + x37 + x38 + x41 + x43 + x44 + x45 + x46 + x47 + x48 = 1 

Binaries 

x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 x13 x14 x15 x16 x17 x18 x19 x20 x21 x22 x23 x24 x25 

x26 x27 x28 x29 x30 x31 x32 x33 x34 x35 x36 x37 x38 x39 x40 x41 x42 x43 x44 x45 x46 x47 x48 

End
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Ganzzahliges Programm
(Set-Partitioning-Problem mit Base-Constraints)
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Optimallösung
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George B. Dantzig, Ralph E. 
Gomory, Leonid V. Kantorovich
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Spaltenerzeugung (0)

Preis Wert 14 14 14 14 14 14 84

p0 14 1 1

p1 14 1 1

p2 14 1 1

p3 14 1 1

p4 14 1 1

p5 14 1 1

Wert 1 1 1 1 1 1

Tour x0 x1 x2 x3 x4 x5
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Spaltenerzeugung (1a)

Preis Wert 14 14 14 14 14 14 84

p0 14 1 1

p1 14 1 1

p2 14 1 1

p3 14 1 1

p4 14 1 1

p5 14 1 1

Wert 1 1 1 1 1 1

Tour x0 x1 x2 x3 x4 x5

Tour 45
Echte Kosten:         30
„Schattenpreis“:      56
Reduzierte Kosten: -26



Ralf 
Borndörfer

37

Spaltenerzeugung (1b)

Preis Wert 14 14 30 58

p0 7,5 1 1

p1 14 1 1

p2 7,5 1 1

p3 14 1 1

p4 7,5 1 1

p5 7,5 1 1

Wert 1 1 1

Tour x1 x3 x45

Tour 45
Echte Kosten:         30
„Schattenpreis“:      56
Reduzierte Kosten: -26
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Spaltenerzeugung (2)

Preis Wert 25 30 30 42,5

p0 6,25 1 1 1

p1 6,25 1 1 1

p2 6,25 1 1 1

p3 6,25 1 1 1

p4 8,75 1 1 1

p5 8,75 1 1 1

Wert 0,5 0,5 0,5

Tour x39 x45 x48

Tour 39
Echte Kosten:         25
„Schattenpreis“:      43
Reduzierte Kosten: -18

Tour 48
Echte Kosten:         30
„Schattenpreis“:      43
Reduzierte Kosten: -13
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Spaltenerzeugung (3)
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Spaltenerzeugung (3)

Preis Wert 25 16 41

p0 6,25 1 1

p1 6,25 1 1

p2 6,25 1 1

p3 6,25 1 1

p4 8 1 1

p5 8 1 1

Wert 1 1

Tour x39 x20

Tour 20
Echte Kosten:         16
„Schattenpreis“:      17,5
Reduzierte Kosten: -1,5
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Spaltenerzeugung (4)
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Spaltenerzeugung (4)

 Es gibt keine verbessernde Tour mehr

 Satz: Wenn es keine Tour mit negativen 

reduzierten Kosten mehr gibt, ist die 

gegenwärtige Lösung optimal.
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Pfadüberdeckung

 Man kann auch komplizierte Probleme mit 
mathematischen Methoden exakt lösen.

 Man kann Probleme teilweise implizit lösen, d.h. 
man muss nicht alle Variablen explizit 
generieren.

 Man kann mit Mathematik zielgerichtet suchen.
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Verknüpfung

 Zielsammelfahrt (I)

 Einbindung (II)

 Startsammelfahrt (III)

 Anbindung (IV)

 Mehrfachanbindung (V)
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Verknüpfungsoptimierung (km)
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Verknüpfungsoptimierung (#)
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Kostenoptimierung
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Werkhaus-Hamburg
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Werkhaus-Hamburg
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Lehrbuch der Mathematik 5 (Reichel)
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Interessiert?

 www.zib.de/borndoerfer

 SC 99-32 Der Schnellste Weg zum Ziel

 SC 98-09 Optimization of Transportation Systems

 SC 95-27 Alcuin's Transportation Problems and 
Integer Programming

Vielen Dank für Ihre Aufmerksamkeit!


